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一、摘要 
近年來，壓電材料元件隨著材料開發與製造技術的進步，其應用範圍十分廣
泛，但因為壓電材料大多是由脆性物質所構成，故其破壞相關研究實屬非常重要
之課題。本文研究內含擴展裂紋之壓電材料的動力破壞問題，解析一含半無限長
擴展裂紋之六角壓電材料，於距離裂紋尖端 h處之裂紋面受一對反平面動力點載
荷之暫態效應。本文使用積分轉換法與Wiener-Hopf推導壓電材料於拉普拉氏轉
換域中受空間指數應力分佈型之基本解，並利用此基本解來解析此包含特徵長度
的壓電材料動力暫態問題，最後使用 Cagniard’s method來作逆轉換得到時域中的
解。最後本文針對應力強度因子與電位移強度因子以及能量釋放率等解析解，做
詳細的數值計算與討論。 
 
二、背景與目的 
壓電材料為近幾年漸受重視的新興材料，隨著材料開發與製造技術的進步，
人們對壓電性質的應用也日漸普及廣泛。直到今日已知有一百多種以上的材料或
複合材料具有壓電性質(Pohanka and Smith, 1988)，因壓電材料大多為脆性物質，
且應用時多處於振動狀態，故其相關動力破壞問題的研究就更不可忽視。 
研究含裂紋之壓電材料破壞問題時，如何假設裂紋面之邊界條件至今仍有爭
論。Parton (1976)首先研究了壓電材料的破壞問題，他假設裂紋面為無曳引力
(traction-free)但具可誘電性(permeable)，所以電位能與電位移的垂直分量在裂紋
面處為連續。與此假設相關的研究有: Meguid and Wang (1998)。但是因為實際上
壓電材料的介電常數(permittivity)比空氣或真空要大很多，所以裂紋上下表面的
電位能應該不同。Deeg (1980)探討了壓電材料內之差排、裂紋與內箝物之問題，
他假設在裂紋面上電位移的垂直分量為零，也就是裂紋面為不可誘電性
(impermeable)。Pak (1990)對此假設的有效性做了進一步的研究，故此類邊界條
件稱之為 D-P condition。除了上面兩種裂紋面邊界條件的假設外，Bleustein (1968)
假設了另外兩種邊界條件。第一種為假設裂紋面覆蓋了一層極薄的導電金屬，且
導電電極(conducting electrode)完美接地，所以裂紋上下表面處的電位能皆為零。
第二種為真空邊界條件，即假設上下兩裂紋間存在一真空區域。此外還有
McMeeking (1989)假設裂紋上下表面間充滿了導電的液體，由於每種假設各有其
優缺點，所以至目前為止，何種假設較完美在文獻上尚未有統一的看法。 
近年來才開始有學者研究壓電陶瓷材料的動力破壞問題，不過因為逆轉換的
困難，因此以往大多的研究，都必須透過數值計算輔助才能解出時域中之暫態
解，並不容易得到顯式解析解。有鑑於此，本文將採用基本解疊加的解析方式，
採用Wiener-Hopf technique以及 Cagniard-de Hoop逆轉換法，可順利求出以往無
法獲得在時間域內的解析解。 
 
三、壓電擴展裂紋基本解 
本文研究之壓電材料為結晶點群特性為六角(hexagonal)結晶系。且假設其僅
受反平面之動力點載荷，其控制方程式可表示如下: 
wewc &&ρφ =∇+∇ 215244 ,        (1) 
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其中w為 z方向的位移、φ為電位能、 44c 為彈性係數、 15e 為壓電常數、 11ε 為介
電常數、 ρ為材料密度、 E為電場強度。其本構方程式可表示如下: 
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由於本文所探討之裂紋為一擴展裂紋，故將以上方程式轉至移動座標系統，
並引進一變數變換（Bleustein (1968)）可得 
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基本解之問題乃是考慮在一無窮域的六角晶系對稱壓電材料內，有一半無限
長之擴展裂紋，裂紋位於 0=y ，且以等速 v向右( x+ 方向)擴展，假設在裂紋表
面上鍍上一層極薄之電極接地，並施予一拉普拉斯轉換域中之指數分佈的對稱曳
引力於擴展裂紋面上，其邊界條件可表示如下述三式 
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此種邊界條件為一混合型的邊界值問題，為求解此一類型之問題，我們將採用
Wiener-Hopf 技巧在 )Re()Re( λη > 的限制下可求得一次拉普拉是轉換域中的解
如下 
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考慮一無窮域之六角結晶系壓電材料內，含有一半無限長靜止裂紋，而在時
間 0=t 時，距離裂紋尖端h處施加一對大小為 p的反平面動力點載荷，而裂紋面
上則鍍上一層極薄電極接地，如圖 1所示。其邊界條件可表示為 
)()(),0,( tHhxptxyz +−= δτ .   (24) 
其中 )(δ 為 Dirac delta function， )(H 為 Heaviside function。 
 
圖 1 移動裂紋座標示意圖 
 
將(24)式中之入射應力場轉換至拉普拉斯轉換域中並表示如下 
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此式為存在於轉換域中裂紋面上指數形式 xse η 的應力，吾人便可利用前節所得之
基本解加以疊加。利用(22)與(23)式（令其中 0=v ）可得應力強度因子與電位移
強度因子如下： 
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利用 Cagniard’s method作逆轉換，便可求得其在時間域中的解： 
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當負載施加在裂紋面之瞬間，即產生一圓柱型入射波，但由觀察上述(28)、
(29)二式中，在入射剪力波尚未到達裂紋尖端時，即時間 bht < 時，式中的函數
為純虛數，因此我們認為在剪力波尚未通過裂紋尖端時，應力與電位移強度因子
之值為零，當剪力波通過裂紋尖端，時間 bht > 後，開始有值，但當時間 hbt bg=
時，我們可由上述二式發現會產生一奇異點，而造成強度因子趨近於無窮大。但
是在時間 hbt bg> 時，可採用圍線積分方法將此(28)與(29)兩式積得如下： 
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我們可發現當時間 hbt bg> 時，即表面波通過裂紋尖端時，不論應力強度因子及
電位移強度因子皆會跳到一定值，其為此問題之強度因子的靜力解。 
  此問題之能量釋放率可利用下式計算 
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接下來，我們假設在時間 hbt bg> 時，即表面波通過裂紋尖端，此裂紋以等
速度 v向裂紋前端沿直線擴展，亦即強度因子大於破壞韌性而造成裂紋等速度擴
展。為解此擴展裂紋問題，首先將邊界條件式(24)的座標轉換至移動座標如下： 
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並將式(34)轉換至拉普拉斯轉換域如下: 
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其中d為裂紋擴展速度的慢度，即 vd 1= 。而上式也為存在裂紋面上一指數型式
之應力，故可利用式(22)與(23)進行疊加如下: 
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利用 Cagniards method 作逆轉換可得 
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同理，由(32)式可計算出能量釋放率 
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五、數值計算結果與討論 
在前述的分析中，我們已推導出在無窮域壓電材料內中含半無限長擴展裂紋
的應力與電位移強度因子以及能量釋放率，本節將就在不同材料中，裂紋受動力
負載時以不同之擴展速度所做的數值計算做討論。 
我們首先觀察在單一材料內，裂紋以不同速度擴展，所產生之結果；圖 2
即為在 4PZT 材料中，裂紋擴展速度與剪力波速度比分別為 0.3、0.5、0.8以及裂
紋靜止的狀態下，所得到的應力強度因子，在圖中我們可以清楚看到，當表面波
抵達裂紋尖端時，擴展裂紋之應力強度因子也會趨近於負無限大，而當波通過裂
紋尖端，應力強度因子會漸漸衰減，且裂紋擴展速度越快時，應力強度因子之值
越小，反之，裂紋擴展速度越慢，應力強度因子之值則會越大。 
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圖 2 4PZT 含擴展裂紋的應力強度因子 
 
 
圖 3為在 4PZT 材料中裂紋擴展速度與剪力波速度比分別為 0.3、0.5、0.8
以及裂紋靜止的狀態下，所得到的電位移強度因子，在表面波通過裂紋尖端時會
與應力強度因子有相同現象，其絕對值會漸漸衰減，且擴展速度越快 )()( tK DvIII 的
絕對值大小越小。圖 4則為含擴展裂紋之 4PZT 材料，其裂紋擴展速度與剪力波
速度比同為 0.3、0.5、0.8以及裂紋靜止的狀態下，所得到的能量釋放率，由於
能量釋放率與應力強度因子的平方有著正比之關係，故在圖中也可發現與應力強
度因子相同之特性。 
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圖 3 4PZT 含擴展裂紋的電位移強度因子 
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圖 4 4PZT 含擴展裂紋的能量釋放率 
 
 
在觀察完單一材料內中，含不同速度擴展速度的應力強度因子、電位移強度
因子與能量釋放率之特性後，接著我們將固定裂紋擴展之速度，觀察在不同材料
內，應力強度因子、電位移強度因子與能量釋放率的現象。在圖 5中，我們固定
裂紋擴展速度為剪力波波速的 0.3倍，分別在 3BaTiO 、 4PZT 、 HPZT5 等三種
不同材料中，所得到的應力強度因子之值，在不同材料中表面波抵達裂紋尖端
時，其值皆會趨近於負無限大，而波通過裂紋尖端後，在各個材料中的應力強度
因子值會漸漸衰減而非趨近於定值。而圖 6與圖 7則分別表示在三種材料內，裂
紋擴展速度仍為剪力波波速的 0.3倍，所得到的電位移強度因子值與能量釋放
率，在表面波通過裂紋尖端後，其值隨著時間遞增而數值均平緩的遞減。在能量
釋放率的部分，當裂紋擴展速度與表面波波速相同時，此時能量釋放率之值會趨
近於零，這意味著裂紋將會因此而停止的向前擴展，則材料結構也將停止破壞。
因此裂紋擴展速度定會小於表面波波速。 
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圖 5 含擴展裂紋 3.0/ =cv 的應力強度因子 
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圖 6 含擴展裂紋 3.0/ =cv 的電位移強度因子 
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圖 7 含擴展裂紋 3.0/ =cv 的能量釋放率 
 
 
六、計畫成果自評 
本計畫結果成功獲得了壓電材料之擴展裂紋基本解，並利用其來解受動力負
載之擴展裂紋的暫態效應，得到了應力強度因子、電位移強度因子與能量釋放率
之顯式解，最後亦對數值結果作了詳盡的討論。本成果與原計畫所預期達到之目
標完全吻合，此外，本結果具有一定之學術價值，將來並可發表於相關之期刊文
獻上。 
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